
　

　

　

　　　小池 研究室　　　
　　

at 55N号館 308室
　　

応用物理学科・数理物理学研究室
　

非線形偏微分方程式研究
　

自己紹介　
３年生は、必修科目の数学概論 A、常微分方程式、フーリエ解析でお会いして

いるでしょう。
私は物理学科の卒業生で、数理物理学研究室を卒業研究に選びました。皆さん

の中にもいるでしょうが、物理・応物の数学関連科目に魅せられ、数学にはまっ
てしまった一人です。当時のゼミでは、数学という壮大な理論体系を学ぶのでな
く、目の前に現れた問題に挑むという、ゲリラ戦法でした。しかし、ゲリラ戦法
は少なくとも数学では、世界共通であるようです。この姿勢は、物理・応物の学
生の気質に合っているようで、多くの著名な数学研究者を輩出してきました。
大学院から、数学専攻に行きましたが、数理物理学研究室が数学専攻の院生を

受け入れてくれるシステムを使い、数理物理学研究室の先生に指導教員になって
いただきました。この制度は今もあります。

研究内容
物理現象、さらに化学反応や生物モデルなどの自然現象を数学的手法で研究す

るのが数理物理学研究室の研究対象です。数学の道具としては、偏微分方程式論
を主に用います。私の研究は、自然現象だけでなく、ファイナンスを含む社会現
象に現れる問題にも関連します。
偏微分方程式研究のため、関数解析学、実解析学、確率解析等の知識が必要と

なります。研究対象になる偏微分方程式は具体的な関数で解が見つかる、と言う
意味では解の存在を示すことはほとんどできません。そこで、解を「求める」の
ではなく、最初に解の候補を探します。この解の候補を弱解と呼びます。この段
階では 3年で勉強する関数解析学が威力を発揮します。次に、弱解が本当の解に
なることを示します。ここで、実解析学等の様々な工夫が必要になります。



偏微分方程式研究において、このように二段階に分けるという “発想の革命”は
80年ほど前に起きました。皆さんも聞いたことのある超関数が、多くの偏微分方
程式の弱解として現在も様々な偏微分方程式に対して活発に研究されています。
偏微分方程式はいくつかのタイプに分類できますが、私の研究分野から見た二

つのタイプを紹介します。一つは、エネルギー最小化から導かれるオイラー・ラ
グランジュ方程式が持つ発散型というタイプです。
ここでは、Rn全体を関数の定義域とせず、有界な領域 Ω ⊂ Rnを考えます。こ

れは、後で部分積分を考えるからです。f : Ω → Rを与えられた関数とします。
関数 u : Ω → Rに対し、∇u := (ux1

, ux2
, . . . , uxn

)とし、次のエネルギー I[u]

I[u] :=

∫
Ω

(
1

2
|∇u|2 − fu

)
dx

の最小化から導かれるオイラー・ラグランジュ方程式は次のポアソン方程式

−∆u = f in Ω (Poisson方程式)

になります。ここで、∆u := uxkxk
+ ux2x2

+ · · ·+ uxnxn
としています。以降、未

知関数は uで表します。この方程式の “超関数の意味”での弱解 uの定義を次の
等式がすべての関数 φ ∈ C∞

0 (Ω)に対して成り立つこととします。∫
Ω

∇u · ∇φdx =

∫
Ω

fφ dx

uの二階微分可能ならば、ガウスの発散定理（つまり、部分積分 !）により、ポア
ソン方程式の “本当の解”になることがわかります。
一方、部分積分ができないタイプの偏微分方程式には、このような超関数の意

味での弱解は適用できません。例えば、光学に現れる次のアイコナル方程式は部
分積分できないタイプです。このタイプの偏微分方程式を非発散型と言います。

|∇u| = 1 in Ω (eikonal方程式)

ここで、|∇u| =
√

u2x1
+ u2x2

+ · · ·+ u2xn
です。

この方程式に対する、弱解の定義は次のように与えます。[
φ ∈ C∞(Ω)が uに上からx ∈ Ωで接していれば、|∇φ(x)| ≤ 1

下から接していれば、|∇φ(x)| ≥ 1が成り立つ。

]
アイコナル方程式にディリクレ境界条件をゼロとした時、つまり

u(x) = 0 (∀x ∈ ∂Ω)



を仮定すると、u(x)は境界 ∂Ωからの距離関数になることが期待されます。例え
ば、n = 1で、Ω = (−1, 1)とすると、u(x) = 1 − |x|が解として期待されます。
（原点で微分可能でないことに注意。）上に述べた弱解の定義は次のグラフを見て
ください。（uが原点で下から接する関数は存在しないことに注意しましょう。）
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u(x) = 1− |x|

φ1(x)

|φ′
1(0)| ≤ 1

φ2(x)

|φ′
2(0)| ≤ 1

φ3(x)

|φ′
3(a)| ≥ 1?
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0−1 1 xa

この定義は、流体力学の “粘性消滅極限の特異極限” が満たす性質で、粘性解
と呼ばれます。後に、工学における確率最適制御理論に現れるダイナミック・プ
ログラミング原理から全く同じ性質が導出されることがわかりました。このため
数理ファイナンスなどへの応用も自然に広がっていきました。
超関数を用いた弱解は「部分積分」が鍵となりましたが、この定義の本質は最

大値原理です。最大値原理とは、『関数が最大値を取る点では、その関数の二階微
分はゼロ以下』という高校生でも知ってる事実が基本になってます。
粘性解は、M. G. Crandallと P.-L. Lionsによって 1980年初頭に導入され、今

まで扱えなかった偏微分方程式が研究できるようになり、現在も盛んに研究さ
れています。P.-L. Lions は 1994 年に非線形偏微分方程式研究者として初めて
Fields賞を受賞しました。
私が最初に読んだ論文は、51号館地下の図書室で見つけ

たもので、このような超関数の意味での弱解が適用できな
いタイプの方程式でした。勉強しているうちに欧米で粘性
解の概念が誕生したことを知りました。その後、粘性解理
論やその応用に関する様々な研究をしてきました。 Lions 先生と (1995 年)



研究活動
理論研究で重要な活動は、各自の勉強・研究の他に、関連研究者との研究討論

です。特別な実験器具がない代わりに、私たち自身が各々唯一無二の高度な精密
機械です。時には、精密機械同士が出会って、互いに新たな着想を得たり、思わ
ぬアイディアを見つけたりします。これこそ、理論研究の醍醐味です。

　　 2007年　粘性解生誕 25周年記念研究集会 　　　 2023年　応用解析研究会 40周年記念集会
1990 年 Evans 先生と (米)

旧MSRI

1998 年 Japanese rafting team (豪)

Wambat 先生とオーストラリアで (1995 年)

最近の私の興味
(1) 完全非線形方程式の弱解の微分可能性

非線形とは、線形でないことです。完全非線形とは、二階微分に関し線
形でないことです。完全非線形方程式の弱解の微分可能性はまだまだ未
開拓です。幾何や確率最適制御などに現れます。

(2) 自由境界問題の解の正則性
自由境界問題は、変分問題や相転移、金融商品の価格決定にも現れます。
2016年の Fields賞受賞者の研究対象です。非発散型偏微分方程式の研究
では始まったばかりです。

(3) 微分積分方程式の粘性解理論
非局所作用素を持つ微分積分方程式で、世界的にホットな話題です。連続
なブラウン運動でなく、不連続も許す乱雑性のあるレヴィ過程から導かれ
ます。∆の代わりに、非発散型の分数冪ラプラシアンが登場します。



(4) 平均場ゲームの理論と応用
P.-L. Lionsが再発見した発散型と非発散型の連立偏微分方程式で、欧米で
流行っています。分子運動のアナロジーで、多数の分子が “意思”を持って
経済活動するモデルです。

(5) 特異・退化楕円型方程式の粘性解理論
上記の結果を特異性や退化性のある方程式に一般化して、より広い応用
を目指します。例えば、p-ラプラス作用素や多孔媒質に現れる方程式の非
発散型版が、近年研究されています。

(6) 社会科学に現れる最適制御理論の具体的な問題の最適コスト関数の一意性
を導きます。これにより、数値解析を正当化します。

小池研究室のスケジュール等（予定）
(a) 卒業研究のゼミは通常週１回です。
(b) さらに、小澤研究室の学生と合同で関数解析の勉強をします。
(c) 4年生からM１の途中までは基礎的な勉強をします。但し、年によって、

ばらつきはあります。学部卒業、院進学など各人の進路を考慮してテキ
ストを決めます。

(d) 大学院 1年後半、2年頃では論文紹介のゼミをします。他大学の若手の
関連研究者の方にも zoomで参加していただいてます。いろいろなアド
ヴァイスをもらえるので、勉強になるはずです。

(e) 院生のうち希望者は、夏の「発展方程式若手セミナー」という合宿形式
の若手研究者や院生によるセミナーに参加できます。他大学の同世代の
方々の意見や勉強の仕方などを聞ける良い機会です。（資金援助可）

(f) また、会計研究科 (応用数理学科兼担)の豊泉先生の研究室とも「平均場
ゲーム」に関する合同ゼミを行なっています。数理ファイナンスも関連
するので、興味がある方は参加してください。

(g) 私が博士課程の１年目から始まった「応用解析研究会」を土曜の午後に
開催しています。そこでは、他大学の先生をお招きして最新の研究の講
演をして頂いてます。講演の内容は難しいでしょうが、講演の仕方など、
参考になることが多々あります。是非、参加して下さい。

　　　2024年度の研究室のメンバー
講師１名、卒研ゼミ 2名、修士１年１名、修士２年１名


