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本講演では、完全非線形 2階一様楕円型偏微分方程式の弱解「Lp粘性解」の基
礎理論を紹介する。また、1階微分項の係数が非有界な可能性がある冪乗可積分関
数の場合等の最近の結果にも言及する。

１．序

1980年代初頭に、M. G. CrandallとP.-L. Lions [14]が、非発散型 1階偏微分方
程式の適切な弱解として粘性解 (viscosity solutions) を導入した。その後、Lions,

R. Jensen, H. Ishii等の研究により、非発散型 (退化)2階楕円型方程式に対しても
粘性解が適切な弱解であることが確かめられた。その後の粘性解理論の展開とそ
の応用はCrandall-Ishii-Lionsの [10]を参照してほしい。

1989年に、[6]で L. A. Caffarelliは完全非線形 2階一様楕円型方程式の “弱解”

に対し、Lp評価と Schauder評価を示した。但し、2階微分の “係数”に各点での
連続性は仮定しない。一方、連続係数の場合には、N. S. Trudingerによる粘性解
の Schauder型評価等の研究がある ([52, 53, 54, 55])。
本講演では、Evans-Krylov評価 ([17, 18, 37])と呼ばれる完全非線形方程式の弱
解の Schauder評価に関しては触れない。興味のある方は、[6, 7]や拙文 [28]を参
照してほしい。

1996 年に Caffarelli の研究 [6] をもとに、Caffarelli, Crandall, M. Kocan, A.

Świȩchは [8]において、Lp粘性解の概念を導入した。Crandall-Lionsによる通常の
粘性解との違いは、“テスト関数”としてC2関数の代わりにW 2,p関数を用いる点
である。実際、非斉次項がLp関数の方程式を扱うために、様々な局面で、対応す
る Pucci方程式 (extremal方程式とも呼ぶ)の解をテスト関数として採用する必要
がある。しかし、その解はW 2,p関数であり、C2となる事は期待でない。これが、
Lp粘性解の概念が自然に導入された理由の一つである。
通常の粘性解の理論では、比較原理 (一意性定理)が中心的話題であったが、Lp

粘性解では、後述の例 (Ex1)において 2階微分の係数に連続性を仮定しないので、
一意性は一般に期待できない。実際、N. Nadirashvili [40]は反例をあげた ([47]も
参照)。(条件をつけて Lp粘性解の一意性を得たものに [26]がある。)

Lp粘性解の存在に関する結果には [11, 29, 48]がある。最近の固有値問題に関し
ては [46, 20]、方程式系への一般化は [3, 49, 45]がある。また、完全非線形放物型

1



方程式の結果は、[56, 13, 9]等で扱っている。最後に強解に関しては、[23, 39, 37]

を引用しておく。

２．準備

次の完全非線形 2階偏微分方程式を考える。

F (x,Du,D2u) = f(x) in Ω (E)

ここで、Ω ⊂ Rnは有界領域で、簡単のため ∂Ωは滑らかとする。本講演では主に
最大値原理を扱うので、F は未知関数 u自体には依存しないと仮定する。
以降、次の一様楕円性定数を固定する。

0 < λ ≤ Λ

次の条件が完全非線形版の一様楕円性である。

P−(X − Y ) ≤ F (x, ξ,X) − F (x, ξ, Y ) ≤ P+(X − Y )

(∀x ∈ Ω, ξ ∈ Rn, X, Y ∈ Sn)
(A1)

ここで、Snは n × n実対称行列とし、Pucci作用素 P± : Sn → R は次で与える
(cf. [44])。([7]等では符号が違うので注意する。)

P+(X) := max{−trace(AX) | A ∈ Sn, λI ≤ A ≤ ΛI}

P−(X) := min{−trace(AX) | A ∈ Sn, λI ≤ A ≤ ΛI}

λ = Λ = 1の時は、次のようになる。（マイナス符号に注意！）

P±(D2u) = −△u

P±の性質を述べておく。(iv)により、P±は “ほぼ”線形な作用素になる。

(i) P−(X) = −P+(−X)

(ii) P±(θX) = θP±(X) (θ ≥ 0)

(iii) P−(X) + P−(Y ) ≤ P−(X + Y )

≤ P+(X) + P−(Y )

≤ P+(X + Y )

≤ P+(X) + P+(Y )

一般性を失わず次の条件を仮定できる。

F (x, 0, O) = 0 in Ω (A2)

実際、F と f を F (x, ξ,X) − F (x, 0, O)と f(x) − F (x, 0, O) で置き換えればよい。
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1階微分項には次を仮定する。但し、Lp
+(Ω) は非負 Lp(Ω)関数全体する。

∃µ ∈ Lq
+(Ω) s.t. |F (x, ξ, O)| ≤ µ(x)|ξ|m (∀x ∈ Ω, ξ ∈ Rn) (A3)

非斉次項 f は p乗可積分性を仮定する。

f ∈ Lp(Ω) (A4)

仮定 (A1, A2, A3, A4)を満たす典型的な方程式をあげておく。

−
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj

+
n∑

i=1

µi(x)
∂u

∂xi

= f(x) (Ex1)

但し、λ|η|2 ≤ ∑n
i,j=1 aij(x)ηiηj ≤ Λ|η|2 (∀η ∈ Rn, x ∈ Ω)、µi ∈ Lq(Ω) とする。aij

には連続性を (よって微分可能性も)仮定しないので、この線形方程式ですら非発
散型である。
確率最適制御に現れる次のBellman方程式は、左辺をF とおくと、∀x ∈ Ωに対
して、(ξ,X) → F (x, ξ,X)が凸になる場合である。

max
α∈A

−
n∑

i,j=1

aα
ij(x)

∂2u

∂xi∂xj

+
n∑

i=1

µα
i (x)

∂u

∂xi

 = f(x) (Ex2)

但し、Aは適当な添数集合とする。aα
ijと µα

i はそれぞれ、例 (Ex1)の aijと µiが満
たす仮定が成り立つとする。更に、同様に左辺がminβ∈B maxα∈A{· · ·}となる形の
方程式を Isaacs方程式と呼ぶ。その場合、対応する F は (ξ,X)に関し、一般には
凸でも凹でもない。
仮定 (A1,A2,A3,A4)の下で、方程式 (E)に対し、次のPucci方程式が役に立つ。

P±(D2u) ± µ(x)|Du|m = f(x) in Ω.

実際、形式的に次のようになるからである。

F (x,Du,D2u) ≤ f(x) =⇒ P−(D2u) − µ(x)|Du|m ≤ f(x)

F (x,Du,D2u) ≥ f(x) =⇒ P+(D2u) + µ(x)|Du|m ≥ f(x)

本講演では、少なくとも次を仮定する。

p >
n

2

また、次の記号を使う。

Qr :=
[
−r

2
,
r

2

]
× · · · ×

[
−r

2
,
r

2

]
, Br := {x ∈ Rn | ∥x∥ < r}
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[8]の Lp粘性解の定義を述べておく ([6, 7, 12, 25]も参照)。

定義　 u ∈ C(Ω)が (E)の Lp粘性劣解 (resp., Lp粘性優解)

⇐⇒　 ∀ϕ ∈ W 2,p
loc (Ω)に対し、u − ϕが x ∈ Ωで局所最大 (resp., 局所最小)を取っ

たとすると、次が成り立つ。

ess lim inf
y→x

(
F (y,Dϕ(y), D2ϕ(y)) − f(y)

)
≤ 0

(
resp., ess lim sup

y→x

(
F (y,Dϕ(y), D2ϕ(y)) − f(y)

)
≥ 0

)
u ∈ C(Ω)が (E)の Lp粘性解
⇐⇒　 u ∈ C(Ω)が (E)の Lp粘性劣解かつ、Lp粘性優解となること

次に、Lp強解の定義を述べる。

定義　 u ∈ C(Ω)が (E)の Lp強劣解 (resp., Lp強優解)

⇐⇒　 u ∈ W 2,p
loc (Ω)かつ、次を満たす。

F (x,Du(x), D2u(x)) ≤ f(x) (resp., ≥ f(x)) a.e. in Ω.

u ∈ C(Ω)が (E)の Lp強解
⇐⇒　 u ∈ C(Ω)が (E)の Lp強劣解かつ、Lp強優解であること

【注意】p < p′の時、次が成り立つ。（「解」を劣解・優解に置き換えても成立。）

Lp粘性解 =⇒ Lp′粘性解
Lp′強解 =⇒ Lp強解

不等式の向きを間違えないため、uが (E)の Lp粘性劣解 (resp., Lp強劣解)を

「F (x,Du,D2u) ≤ f(x)の Lp粘性劣解 (resp., Lp強劣解)」

と書く事もある。優解に関しても同様 (不等式の向きが逆)。

３．既知の結果（有界係数µ ∈ L∞の場合）

Lp強解・Lp粘性解に関する既知の事実を列挙する。以下、Aleksandrov-Bakelman-

PucciはABPと略す。ノルム ∥ · ∥Lp(Ω)を ∥ · ∥pと略す事もある。dΩはΩの直径、
Γ[u, Ω]は uのΩにおける次の上接集合 (upper contact set)とする。

Γ[u, Ω] = {x ∈ Ω | ∃p = p(x) ∈ Rn s.t u(y) ≤ u(x) + ⟨p, y − x⟩ for ∀y ∈ Ω}
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定理Ａ（ABP最大値原理）([1, 2, 4, 23, 37, 51], [8])

Ln強解　 ∃Ck > 0 (k = 0, 1) s.t. ∀f ∈ Ln
+(Ω), µ ∈ Ln

+(Ω)に対し、u ∈ C(Ω)が

P−(D2u) − µ(x)|Du| ≤ f(x) in Ω (P1-)

の Ln強劣解ならば次が成り立つ。

max
Ω

u ≤ max
∂Ω

u+ + C0dΩeC1∥µ∥n
n∥f∥Ln(Γ[u,Ω])

Ln粘性解　 (Caffarelli-Crandall-Kocan-Świȩch[8]) ∃C0 > 0 s.t. ∀f ∈ Ln
+(Ω), µ ∈

L∞
+ (Ω)に対し、u ∈ C(Ω)が (P1−)の Ln粘性劣解ならば次が成り立つ。

max
Ω

u ≤ max
∂Ω

u+ + C0dΩ∥f∥Ln(Γ[u,Ω])

以下、領域Ωの形状、次元 n、一様楕円性定数 λ, Λに依存する p0 ∈ [n
2
, n)を導

入する（[16, 15]参照）。

定理Ｂ（Pucci方程式の Lp強解の存在定理）(L. Escauriaza[16], [19, 23, 37, 8])

任意の p > p0に対し、定数 µ∞ ≥ 0、連続関数 ψ ∈ C(∂Ω)と f ∈ Lp(Ω)に対し、
次の Lp強解 u ∈ C(Ω) ∩ W 2,p

loc (Ω)が存在する。{
P±(D2u) ± µ∞|Du| = f(x) in Ω

u = ψ(x) on ∂Ω
(P0)

更に、L∞評価と Lp評価が成り立つ。

−max
∂Ω

ψ− − C0∥f−∥p ≤ u ≤ max
∂Ω

ψ+ + C0∥f+∥p in Ω

∥u∥W 2,p(Ω) ≤ C2(max
∂Ω

|ψ| + ∥f∥p)

【注意】この定理の L∞評価の ∥f±∥pは、p0 < p < nの場合は Ω全体の積分であ
る。通常、f の積分領域を上接集合とするものだけを ABP最大値原理と呼ぶが、
本講演ではこれらもABP最大値原理と呼ぶ。

最後に、Lp評価を述べる (Caffarelli [6] , [7])。一般には、『“対応する”定数係数
の完全非線形方程式の弱解に “良い評価”がある』ならば、適当な仮定の下に変数
係数でもLp評価ができるという結論である。『・・・』を満たす典型的な方程式は、2

階微分に関して凸又は凹になるPucci方程式の場合である。『・・・』を満たす方程式
として、それ以外には [5]を挙げておく。又、興味深い regularityの反例は [41, 42]

を参照せよ。
ここでは簡単のため、Pucci方程式自体に対してのみ結論を述べる。
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定理Ｃ（Lp評価）（cf. [6, 7, 50, 57]）
∃C2 > 0 s.t. u ∈ C(Ω)が (P0)の Lp粘性解とするならば、次が成り立つ。

∥u∥W 2,p(Ω) ≤ C2(max
∂Ω

|ψ| + ∥f∥p)

４．最近の結果（非有界係数µ ∈ Lqの場合）

ここでは、非有界係数 µ ∈ Lq (n < q < ∞)の場合のŚwiȩchとの一連の研究を
紹介する。最初に、非有界係数の場合を研究したのは、P. Fok [21]である。

４.１　動機

1階微分の係数に冪乗可積分関数を考える大きな動機は、もちろん「一般化」で
ある。通常の超関数解やLp強解でできる regularity理論をどこまでLp粘性解でで
きるか？という単純な疑問である。
もう一つの動機を述べるために、次の準線形非発散型方程式を考える。

−
∑

i,j=1

aij(Du)
∂2u

∂xi∂xj

= f(x) in Ω (QL)

簡単のため λ|η|2 ≤ ∑n
i,j=1 aij(ξ)ηiηj ≤ Λ|η|2 (∀η, ξ ∈ Rn)が成り立つとする。

aij : Rn → Rは Lipschitz連続とする（これでも非発散型である）。
例えば、(QL)の解の存在を示すための標準的な方法として近似方程式の解の評
価をして、近似解の極限が解である事を示す方法がある。しかし、極限が解である
事を示すために “安定性”が必要になるが、対応する安定性を示すために Lp関数
が 1階微分係数になるPucci方程式のABP最大値原理が必要なことがある ([35])。

４.２　m = 1（1次増大）の場合

1階微分の係数 µ ∈ Lqと非斉次項 f ∈ Lpの冪に関して二つの場合を考える。

n ≤ p ≤ q, n < q (pq1)

p0 < p < n < q (pq2)

定理ＡのLn強解に関する結果では q = nで証明できるが、Ln粘性解では (pq1)又
は (pq2)を仮定するので、残念ながら q = nの場合は扱えない。
まず、ABP最大値原理を述べる。

定理１（ABP最大値原理）(K-Świȩch[32])

(pq1)の場合　 ∃Ck > 0 (k = 0, 1) s.t. ∀f ∈ Lp
+(Ω), ∀µ ∈ Lq

+(Ω), u ∈ C(Ω)が

P−(D2u) − µ(x)|Du| ≤ f(x) in Ω (P1−)

6



の Lp粘性劣解ならば次が成り立つ。

max
Ω

u ≤ max
∂Ω

u+ + C0e
C1∥µ∥n

n∥f∥Ln(Γ[u,Ω])

(pq2)の場合　 ∃Ck > 0 (k = 0, 1), ∃N0 ∈ N s.t. ∀f ∈ Lp
+(Ω), ∀µ ∈ Lq

+(Ω),

u ∈ C(Ω)が (P1−)の Lp粘性劣解ならば次が成り立つ。

max
Ω

u ≤ max
∂Ω

u+ + C0

eC1∥µ∥n
n∥µ∥N0

q +
N0−1∑
k=0

∥µ∥k
q

 ∥f∥p

【注意】1 < p < nの時、p∗ = np
n−p
とおく。p0 = pとし、pk :=

p∗k−1q

q+p∗
k−1

(k ∈ N)と

おくと pk < pk+1が成り立つ。(pq2)の場合のN0はmin{k ∈ N | pk ≥ n}となる。

【注意】[21, 22]は、q = p > nかつ µが ∂Ωの近傍N で µ ∈ L2n(N) を仮定してい
る。

定理２（弱Harnack不等式）(K-Świȩch[33], q = ∞の時はK [27])

(pq1)の場合　 ∃r > 0 s.t. µ ∈ Lq
+(Q2), f ∈ Lp

+(Q2)に対し、u ∈ C(Q2)が

P+(D2u) + µ(x)|Du| ≥ −f(x) in Q2 (P1+)

の非負 Lp粘性優解ならば次が成り立つ。(∫
Q1

urdx
) 1

r

≤ C3

(
inf
Q1

u + ∥f∥Ln(Q2)

)
(∃C3 > 0)

(pq2)の場合　 ∃r > 0 s.t. µ ∈ Lq
+(Q2), f ∈ Lp

+(Q2)に対し、u ∈ C(Q2)が (P1+)

の非負 Lp粘性優解ならば次が成り立つ。

(∫
Q1

urdx
) 1

r

≤ C3

inf
Q1

u +

eC1∥µ∥n
n∥µ∥N0

q +
N0−1∑
k=0

∥µ∥k
q

 ∥f∥p

 (∃C3 > 0)

【注意】[21]は、p > n, q = 2nかつ µに連続を仮定している。

４.３　m > 1（1次以上の増大）の場合

m > 1の場合は、古典解でも ABP最大値原理が成り立たない反例がある (K-

Świȩch[31, 32])。しかし、係数µ又は fが “小さい” という条件下でなら成立する。
又、(pq2)の場合は余分な条件がつく。

定理１ ’（ABP最大値原理）(K-Świȩch[32])

(pq1)の場合　 m > 1とする。∃δ > 0, Ck > 0 (k = 0, 1) s.t. f ∈ Lp
+(Ω)と

µ ∈ Lq
+(Ω)が ∥f∥m−1

p ∥µ∥p ≤ δを満たし、u ∈ C(Ω)が

P−(D2u) − µ(x)|Du|m ≤ f(x) in Ω (Pm−)
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の Lp粘性劣解ならば次が成り立つ。

max
Ω

u ≤ max
∂Ω

u+ + C4∥f∥p (1)

(pq2)の場合　 1 < m < n(q−p)
q(n−p)

とする。∃δ > 0, Ck > 0 (k = 0, 1) s.t. f ∈ Lp
+(Ω)

と µ ∈ Lq
+(Ω)が ∥f∥m−1

p ∥µ∥q ≤ δを満たし、u ∈ C(Ω) が (Pm−)のLp粘性劣解な
らば (1)が成り立つ。

【注意】対応する放物型方程式では、µ ∈ L∞ならば、m > 1でも ∥µ∥∞や ∥f∥pが
小さいという条件なしで、ABP最大値原理が成り立つ (K-Świȩch[32])。

弱Harnackでは、スケーリングを繰り返すため強い条件が必要になる。

定理２ ’（弱Harnack不等式）(K-Świȩch[34], cf [36])

1 < m < 2 − n
q
とする。(pq1)又は (pq2)を仮定する。∀M > 0に対し、∃δ′ > 0

s.t. f ∈ Lp
+(Q2)と µ ∈ Lq

+(Q2)が ∥µ∥q(1 + ∥f∥m−1
p ) < δ′を満たし、u ∈ C(Q2)が

P+(D2u) + µ(x)|Du|m ≥ −f(x) in Q2 (Pm+)

の Lp粘性優解で 0 ≤ u ≤ M (in Q2)を満たすならば、次が成り立つ。(∫
Q1

urdx
) 1

r

≤ C3

(
inf
Q1

u + ∥f∥p

)
(∃C3 > 0) (2)

特に弱Harnack不等式を示す際に、µ(x)|Du|mがついたPucci方程式のLp強解
の次の存在定理が必要になる。

定理３ ’（Lp強解の存在定理）(K-Świȩch[34])

(pq1)又は、(pq2)と 1 < m < n(q−p)
q(n−p)

を仮定する。∃δ > 0 s.t. f ∈ Lp(Ω), µ ∈
Lq(Ω), ψ ∈ W 2,p(Ω) が

∥µ∥q(∥f∥p + ∥ψ∥W 2,p(Ω))
m−1 < δ

を満たすならば、次の Lp強解が存在する。{
P±(D2u) ± µ(x)|Du|m = f(x) in Ω

u = ψ(x) on ∂Ω

更に次を満たす。

∥u∥W 2,p(Ω) ≤ C2

(
∥f∥p + ∥ψ∥W 2,p(Ω)

)
(∃C2 > 0)
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４.４　応用

・Hölder連続性　 (K-Świȩch[33], cf. Sirakov [48]) ⇐ 弱Harnack不等式
・境界付近での弱Harnack不等式　 ([33])

　　=⇒非有界領域での最大値原理・Phragmén-Lindelöfの定理 (K-Nakagawa [30])

・Lp強解の存在（K-Świȩch[33, 34]）
・強最大値原理　 ([33])

・局所最大値原理　 (K-Świȩch[35], cf. [7, 24])

・Lp強解ならば Lp粘性解　 ([33])

・Lp粘性解がW 2,pに属するならば Lp強解　 ([33], K. Nakagawa [43])
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